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用分析法确定刚体的惯量主轴

韩 萍,佟丽媛
(渤海大学 物理系,辽宁 锦州 121003)

摘 要:刚体力学中,确定刚体的惯量主轴,可以简化计算,还有利于研究刚体的性质和运动规律,这样,如何

确定刚体的惯量主轴就显得尤为重要。由惯量主轴的定义出发,经过严格的推导,得出用分析法确定惯量主轴的方

法和步骤。这种方法适用范围广,具有普遍性,尤其是对没有明显对称性的问题更加适用。
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Abstract:Inrigidbodymechanics,confirmingtheprincipalaxisofinertiaofrigidbodyisparticularly
important,itscalculationcanbemadetobesimplifiedandfavorabletostudythenatureand
movementlawofrigidbody.Themethodsandstepsofconfirmingtheprincipalaxisofinertiaby
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惯量主轴就是惯量椭球的主轴,是刚体力学中
的一个重要的概念,如果选取惯量主轴为坐标轴,就
可以使惯量积为零,简化运算。另外,惯量主轴,特别
是质心惯量主轴,还具有重要的力学性质。分析法是
确定主轴的基本方法,适用范围广,具有普遍性。

1 物体对通过给定点 O的任一轴
的转动惯量

以给定点 O为原点,取固定在刚体上的坐标系

O-XYZ,如图 1所示。假定某一瞬时,转动瞬轴 L
的方向余弦为 α、β、γ.则刚体上第 i个点 Pi的质量

为 mi,其坐标为(xi,yi,zi),位矢量 →OPi=r)i,并设 r)i
与 单位向量 *)i(α,β,γ)之间的夹角为 +i.由 ,i=
risin+i,得:

图 - 过 .点任一轴的转动惯量
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转动惯量 I=Σmiρ2i=Σmi[(β2+ γ2)x2i+
(γ2+ α2)y2i+ (α2+ β2)z2i-
2βγyizi- 2γαzixi- 2αβxiyi]=

α2Σmi(y2i+ z2i)+ β2Σmi(z2i+ x2i)+
γ2Σmi(x2i+ y2i)- 2βγΣmiyizi-
2γαΣmizixi- 2αβΣmixiyi

若令

Ixx≡Σmi(y2i+ z2i),Iyz≡Σmiyizi
Iyy≡ Σmi(z2i+ x2i),Izx≡Σmizixi
Izz≡ Σmi(x2i+ y2i),Ixy≡Σmixiyi

(1)

就可以将物体对 L轴的转动惯量简写为

I= Ixxα2+ Iyyβ2+ Izzγ2- 2Iyzβγ-
2Izxγα- 2Ixyαβ (2)

对于式(1)所引入的各量的物理意义,当动坐标
轴取定后,式(1)中的各物理量应被视为一组确定的
常量。公式(2)便给出了通过给定点 O任一转动瞬
轴的转动惯量[1,2]。式中的 Ixx,Iyy,Izz叫做刚体对 x
轴、y轴、z轴的轴转动惯量,Iyz,Izx,Ixy称为物体对
二正交平面的惯量积。

2 惯量椭球与惯量主轴

2.1 惯量椭球[2]

假定物体对任一轴 L(方向余弦为 α、β、γ)的转
动惯量为 I,如果在 L上取一点 P,如图 2所示,使

OP的长度满足

ρ= 1
へI

(3)

图 2 惯量椭球

则 P点的坐标为

x= αρ,y= βρ,z= γρ
现在由上式解出 α、β、γ后代入 I的表示式(2)中,并
将 ρ的值用式(3)代换,结果便得

Ixxx2+ Iyyy2+ Izzz2- 2Iyz-
2Izxzx- 2Ixyxy= 1 (4)

若命函数 F满足

2F(x,y,z)= Ixxx2+ Iyyy2+ Izzz2-
2Iyz- 2Izxzx- 2Ixyxy (5)

式(4)可简写为

2F(x,y,z)= 1 (6)
这就是决定P点位置的轨迹方程。因为I≠0,故 ρ≠
∞,是一个中心在 O点的椭球面,称为物体对 O点
的惯量椭球。
2.2 惯量主轴[2]

物体对于每一点 O都有一个惯量椭球,每一个
椭球都有三条相互垂直的主轴。如果以此三主轴为
坐标轴,而惯量积 Iyz,Izx,Ixy则统统等于零。故选取
惯量主轴为坐标轴,问题就能得到简化。惯量椭球的
主轴叫惯量主轴,而对惯量主轴的转动惯量叫主转
动惯量,并改以 I1,I2,I3表示。

3 惯量主轴的确定

采用分析法确定刚体的惯量主轴,根据的事实
是,对惯量主轴来讲,椭球与主轴交点的位矢的方向
和椭球上该点的法线方向重合,采用线性代数里求
本征值的方法[3]确定惯量主轴的方向或惯量椭球面

上顶点坐标。
3.1 特征方程的得出
如图 3在椭球面上,设任一个点 P的坐标是

(x,y,z),该点的位矢为 RL,法线方向为 MN.由解析几
何知,在椭球面上,只有顶点出的法线 MN才与该点的
位矢 RL的方向重合,而方程(6)所表示的惯量椭球
上任一点 P的法线方向与其梯度向量OF的方向一
致,因此,顶点坐标应满足的条件是OFPRL[4]

或者 OF(x,y,z)= QRL

其中,Q为待定系数。上式的投影方程为

RFSRx= Qx,RFSRy= Qy,RFSRz= Qz (T)

图 3 惯量主轴

由式(5)得

RFSRx= Ixxx- Ixyy- Izzz
RFSRy=- Ixyx+ Iyyy- Iyzz
RFSRz=- Izxx- Iyzy+ Izxz

代入式(T),由于 IiU≡IUi(i,U=x,y,z),可得
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Ixxx- Ixyy- Ixzz= λx
- Ixyx+ Iyyy- Iyzz= λy
- Izxx- Iyzy+ Izz

<

=

= z= λz
(8)

此线性方程组可以表示成下列形式

Ixx - Ixy - Ixz
- Iyx Iyy - Iyz
- Izx - Izy I

└
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┐

┘zz
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L
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┘
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即 IR=λR,其中,λ是惯量张量 I的特征值,R是 I
属于 λ的特征向量,I即是物体惯量张量,这就是惯
量椭球面上顶点坐标所应满足的条件。式(8)具有非
零解的条件是|Eλ-I|=0[3],即

Ixx- λ - Ixy - Ixz
- Iyx Iyy- λ - Iyz
- Izx - Izy Izz- λ

= 0 (9)

这是对 λ的一个三次方程,称为 I的特征方程。
3.2 主转动惯量
由式(9)可以解出 λ的三个特征根,以 λ1,λ2,λ3

表示。将三个根分别带回式(8)便确定三个特征向量

R1= (x1,y1,z1)
R2= (x2,y2,z2)
R3= (x3,y3,z3

<

=

= )
这三个特征向量满足式(7),即这三个方向与该

点的法线同向,称这三个方向为惯量主轴方向。
可证明这三个特征向量相互正交,即这三个特

征方向相互垂直,如果取这三个方向为坐标轴,惯量
积为零,则特征方程(9)变为

Ix- λ 0 0
0 Iy- λ 0
0 0 Iz- λ

= 0

所以,特征方程的三个根 λ1,λ2,λ3实际上就是

O点的主转动惯量。一般情况下 λ1≠λ2≠λ3,所以 I1
≠I2≠I3,此时,惯量椭球存在惟一的一组相互垂直
的 3个惯量主轴。
另外,如果 λ1=λ2≠λ3,那么主转动惯量 I1=I2

≠I3,此时,惯量椭球为一旋转椭球,所有赤道面内
的轴均为惯量主轴,转动惯量均为 I1.
如果λ1=λ2=λ3,那么主转动惯量I1=I2=I3.此

时,惯量椭球退化为球面,过 O点的任何轴均为惯
量主轴,转动惯量也相同。

4 结束语

用分析法确定刚体的惯量主轴的过程实际上就

是矩阵对角化的过程。由于惯量张量是实对称矩阵,
所以一定可以对角化,也就是说,任何刚体上任一点
都存在惯量主轴。这就从数学上说明了用分析法确
定惯量主轴具有普遍性的原因。分析法给出了一般
情况下,求物体惯量主轴的方法。
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(上接第 246页)于建立的模型是简化模型,只在线
性内进行匹配,实际上悬架刚度和悬架阻尼尤其悬
架阻尼具有很强的非线性,同时路面激励的不同也
影响最终结果。

4 结 论

(1)匹配后汽车的平顺性较好,仿真结果与实验
相吻合,从而验证了仿真的可靠性和正确性。

(2)理 论 计 算 匹 配 参 数 值 范 围 和 利 用

SIMPACK软件搭建模型仿真试验相结合的匹配方
法简单、高效。

(3)改变悬架刚度用来改变车身固有频率,改变
悬架阻尼可以调整整车振动的强度;悬架刚度值一
定,悬架阻尼值增大,则座椅加速度功率谱中车身振
动幅值在变小,车桥幅值增大,从而验证了汽车平顺

性和操纵稳定性是相对立的。

参考文献:
[1]余志生.汽车理论[M].第 2版.北京:机械工业出版社,

1999.169-183.

[2]容一鸣,阳杰.车辆随机输入的动态仿真和实验研究[J].
汽车工程,2001,23(5):349-351.

[3]邹晓华,张立军,郑春娇.车辆悬架系统振动仿真[J].辽

宁工学院学报,2004,24(2):39-40.

[4]俞德孚.被动悬架可行设计区及其等效匹配阻尼设计

[J].兵工学报.坦克装甲车与发动机分册,1997,(3):58

-64.

[5]傅秀通.专家级动力学分析软件-- SIMPACK[J].

CAD/CAM与制造业信息化,2004,(3):69-70.
责任编校:刘亚兵

572第 4期 韩萍等:用分析法确定刚体的惯量主轴


